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2 1. Dziwne wyniki

1 Dziwne wyniki

Matematyka jest abstrakcyjna i idealna. Technika jest praktycz-
na i zawsze niedoskonata. Kiedy powierzamy obliczenie mate-
matyczne urzadzeniu technicznemu, musimy liczy¢ sie z tym,
ze wykona je po swojemu, nie zawsze zgodnie z idealem. To
jest prawda nawet dla tak prostych operacji jak dodawanie na
dzieciecym liczydle: specjalisci potrafig je uzy¢ do rachunkéow
na liczbach 10-cyfrowych!, ale wyzej juz ani w zab. No tak, li-
czydlo jest urzadzeniem materialnym, technicznym, wiec gdzie
mu tam do pelnej nieskonczonej matematyki. . .

Komputer jest rowniez urzadzeniem technicznym, wiec programy czesto daja dziwaczne
wyniki.

1.1 Przykladowe dziwactwo 1
Na przyktad prosze samemu sprawdzi¢ dziatanie nastepujacego programiku w C (latwo go
przepisa¢ na dowolny inny jezyk):

#include<stdio.h>

int main() {
int n=50000;
printf("\n %i * %i == %i\n\n", n, n, n*n);
return O;

}

U mnie drukuje on surrealistyczne
50000 * 50000 == -1794967296

Iloczyn liczb dodatnich jest ujemny?!?> Komputer sktamat!

1.2 Przykladowe dziwactwo 2

Albo zobaczmy, co robi taki programik:

1Jesli Czytelnik nie jest specjalista od liczydla, to zapewne nie zajdzie dalej niz 2 cyfry — liczba 100
bedzie nieprzekraczalnym sufitem.

2Tak dzieje sie na wiekszosci komputeréw, jakich uzywamy. Jezeli na komputerze Czytelnika ten blad
sie nie pojawia, to zapewne stosowane sg liczby catkowite wiecej niz 32-bitowe. Blad pojawi sie, jesli w
programie uzy¢ jeszcze wiekszej liczby zamiast 50 000. Proponuje zaeksperymentowac z liczba 4 000 000 000
(4 miliardy), bo ona jest za duza nawet dla liczb 64-bitowych — wyjasnienie dalej, por.podrozdz.2.7
(str.12).
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#include<stdio.h>
int main() {

if (5 /3.0==5%* (1/3.0)) printf("\n rowne \n\n");

if (5/3.0< 5% (1/3.0)) printf("\n mniejsze \n\n");
if (5/3.0> 5% (1 /3.0)) printf("\n wieksze \n\n");
return O;

¥
Liczba 5 podzielona przez 3 powinna by¢ réwna liczbie 5 pomnozonej przez % Ale ten
program upiera sie, ze jest wickszal®

1.3 Zagrozenia na kazdym kroku. ..

Czy skutki takich bltedéw moga byé¢ grozne? Czy moze zdarzaja sie tak rzadko i sg tak
niewielkie, ze nie warto sie nimi przejmowa¢? To w duzym stopniu zalezy od tego, co
chcemy liczy¢.

Moze wielkosci fizyczne?

Na przyktad rok swietlny ma okoto
365.25 - 24 - 60 - 60 - 300000 km ~ 9.5- 10" km = 9.5 biliona km

Dla tak duzych liczb programy w C na powszechnie stosowanych komputerach haniebnie
zawodza.

Wiec moze finanse?

Z obliczaniem wlasnej pensji raczej nie bedzie problemu, chyba zeby inflacja spowodowata,
ze zaczniemy zarabia¢ i wydawac miliardy. Ale gdybysmy chcieli policzy¢ taczne przychody
mieszkancoéw sporego miasta, powiedzmy, ze 100 000 mieszkancami zarabiajacymi kazdy po
3010 zt/miesiac (to jest obecna ptaca minimalna), to wychodzi

100000 - 12 - 3010 zt/rok =~ 3.6-10° zt/rok = 3.6 miliarda zt/rok

To rowniez jest juz za duzo. Jesli Czytelnik bedzie kiedys oprogramowywat na przyktad
system podatkowy dla takiego miasta i komputer wykaze przychody ujemne, to szef moze
by¢ bardzo niezadowolony.

W dalszej czesci tej opowiesci sprobuje wyjasnic, skad biora sie komputerowe prze-
ktamania, kiedy nalezy sie ich spodziewaé i jak mozna im zapobiegaé¢. Ale oczywiscie to
ostatnie nie jest proste — gdyby istniat tatwy sposéb unikniecia btedéw w obliczeniach, to
komputery od dawna liczytyby poprawnie.

3W tym przykladzie koniecznie trzeba pisaé¢ 3.0 zamiast prostego 3. Czytelnik na pewno rozumie
dlaczego...
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2 Dookota Wojtek, czyli liczby catkowite

Prosze uwaznie przesledzi¢ nastepny podrozdziat o licznikach, on napreawde ma bliski zwia-
zek z komputerows reprezentacja liczb catkowitych i wyjasnia pewne paradoksy arytme-
tyczne.

2.1 Liczniki z kéteczkami

Staroswieckie mechaniczne liczniki zliczajace impulsy (w
arytmometrach, magnetofonach, rowerach itp.) sa zwykle
zbudowane tak jak na rysunku obok. Maja rzad kéteczek z
cyframi; za kazdym impulsem, ktory nalezy zliczy¢, najbar-
dziej prawe koteczko obraca sie o jeden zabek; a jak ktores
kéteczko wykona pelny obrét (o 10 zabkéw), to kéteczko 7‘
po jego lewej stronie obraca sie o jeden zabek. g

Na przyktad jesli stan licznika w pewnym momencie jest, powiedzmy, 308, to po
przyjeciu impulsu prawe kotko przekreci si¢ o jeden zabek:

= | O] o

9
oo

©

Ale jesli wyjdziemy od liczby konczacej sie na 9, to impuls spowoduje obrét prawego
kéteczka (z 9 na 0) i tym samym zakonczenie pelnego obrotu; wiec i srodkowe kétko
przekreci sie o zabek:

52729(- @y (5] (8] [0]

A co spowoduje kolejny impuls dla stanu 999 ? Prawe kotko dokona pelnego obrotu;
wiec srodkowe przekreci sie o zabek, ale to spowoduje, ze $rodkowe dokona pelnego obrotu;
wiec i lewe kotko przekreci sie o zabek:
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Licznik ,uwaza” wiec, ze liczba o jeden wiekszg od 999 jest 000! Taki licznik nie
prezentuje nieskonczonego ciggu liczb naturalnych, tylko biega w kotko.
I tak samo zachowuja sie komputerowe liczby catkowite.

2.2 Komputerowe liczby caltkowite

Gléwna réznica miedzy licznikiem mechanicznym z podrozdziatu 2.1 (str.4) a zmiennymi
catkowitymi w programie w C polega na tym, ze koteczka w liczniku mogty przybieraé po
10 mozliwych wartosci, a odpowiadajace im bity zawarte w zmiennej — po dwie wartosci:
0 i 1. Innymi stowami: liczba caltkowita nieujemna zapisana dziesigtnie (czyli w zwykty
sposob) cyframi ¢, _1¢,_o...cac1co0 ma warto$é

n—1
D100 = ¢o-10° 4 ¢1 - 10"+ ..+ ¢pg - 10"
1=0

przy czym wszystkie cyfry ¢; musza naleze¢ do zbioru {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; nato-
miast liczba calkowita nieujemna zapisana binarnie (czyli tak jak w komputerze) bitami
Cp—1Cp—3 . . . C2C1Co Ma wartodé

n—1
Zci'2i:Co'2o—|—61'21—|—...+Cn_1'2n_1 (1)
1=0

przy czym wszystkie cyfry ¢; musza naleze¢ do zbioru {0,1}.
Krok w gore polega na zamianie koncowego zera na jedynke:

Ale jesli na koncu juz jest jedynka, to zostaje zamieniona na zero, a powiekszenie
przenosi sie na bit stojacy bezposrednio po lewej:

bt

To moze spowodowaé¢ zmiane kilku bitéw po lewej; np. w powyzszym przyktadzie zmienity
sie wszystkie 3 bity. A jesli cata zmienna jest wypelniona jedynkami, to kolejny krok w
gére doprowadza do trzech zer:
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)
bt

Takie rozwigzanie prowadzi do tego, ze mamy do czynienia nie z nieskonczong ,,prosta”
liczb catkowitych, tylko ze skoniczonym okregiem” liczb:

o o
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Komputerowe zmienne catkowite dziataja tak, jak na powyzszym rysunku; réznica po-
lega tylko na tym, ze moga mie¢ wiecej bitow, czyli miejsc do zajmowania przez zera i
jedynki. Doktadniej: jesli na zmienng przeznacza si¢ n bitow, to moze ona przyjmowac
2™ r6znych wartosci. W powyzszym prymitywnym przyktadzie mamy n = 3, wiec réznych
wartosci moze by¢ 23 =8 — od 0 do 7 wlacznie. W jezyku C zmienne calkowite maja
standardowo po 32 bity*, wiec réznych liczb tego typu moze byé¢ 232 = 4294967296 , czyli
troche ponad 4 miliardy.

I jeszcze jedna uwaga: na razie méwimy tylko o liczbach catkowitych nieujemnych, czyli
w zargonie jezyka C — | bezznakowych”, czyli nalezacych do typu unsigned int. O
ujemnych bedzie powiedziane dalej, w podrozdziale 2.5 (str. 8).

432 bity najczesciej. Ale poszczegdlne implementacje C moga od tego odbiegaé.
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2.3 Przeliczy¢ bity na decymale i z powrotem

A teraz wystrasze wszystkich, ktérzy nie uwazali na lekcjach o logarytmach! Mianowicie
ile bitéow wchodzi na jedna cyfre dziesigtna?

Przy pomocy n cyfr dziesietnych mozna wyrazi¢ 10" réznych liczb. Przy pomocy k bitéw
mozna wyrazié¢ 28 réznych liczb. Zeby te wartoéci byty réwne, czyli zeby 2F = 10", musi
zachodzi¢

k = log,(10") = n-logy(10) ~ n-3.322

Tak wiec na kazdg cyfre dziesietng przypada £ ~ 3.322 bitoéw. Czyli zapis bitowy bedzie

mniej wiecej 3.3-krotnie dtuzszy niz dziesietny.

2.4 Co te komputery wtasciwie rachujg?

Jasne jest, ze w taki sposob nie da sie zrealizowaé¢ prawdziwej arytmetyki liczb catkowitych
— chociazby dlatego, ze liczb catkowitych jest nieskonczenie wiele, a ten licznikowy model
pozwala tylko na skonczong ich ilosé (jak juz wspominatem, na n bitach od 0 do 2" — 1).
Zamiast na liczbach catkowitych, komputer rachuje na resztach z dzielenia tych liczb

przez 2".
Na przyklad dla n =3 beda to reszty z dzielenia przez 23 =8. Tak wiec liczby
1,9,17,... sa reprezentowane przez 1; a liczby 5,13,21,... sg reprezentowane przez 5.

Dopoki zalezy nam na liczbach matych w poréwnaniu z 2", to nie ma znaczenia, bo
reszta z dzielenia matej liczby k przez 2" jest rowna k. Ale jesli obliczenie programu na
jakims etapie zbliza sie do 2", to nalezy wzmoc czujnosé, bo juz co$ moze pdjsé niedobrze.

Arytmetyka reszt jest realizowana przez ucinanie na kazdym etapie obliczenia tych
bitéw, ktére ,wystaja”’ w lewo poza przewidziang dtugos¢ liczby.

Na przyldad dla naszej uproszczonej arytmetyki 3-bitowej dodawanie liczb 6 (binar-
nie: 110) i 3 (binarnie: 011) przebiega tak (od prawej do lewej):

0 <—przeniesienie 1|0 |<—przeniesienie 1|1| <—przeniesienie 1 | <—przeniesienie
11H 1100 110 110
+011 +0 1 +091 +o11

17 001 001
Poniewaz w ostatnim dodawaniu bitéw przeniesienie wypada juz poza 3-bitowym polem,
zostaje uciete i wynikiem jest 001 czyli 1, czyli reszta z dzielenia (6 + 3) przez 8§;

Zalézmy teraz, ze prowadzimy skomplikowany rachunek, przechodzimy przez liczby
bardzo duze, ale spodziewamy si¢ niezbyt wielkiego wyniku, swobodnie mieszczacego sie
na n bitach dla niego przeznaczonych. Czy fakt przejécia po drodze przez za duze liczby
moze spowodowac, ze ten niewielki wynik jest niezgodny z normalna matematyka? Na
przyktad, czy moze nam wyjs¢ 2+ 2 # 4 dlatego, ze liczyliémy nie wprost, tylko stosujac
jakies prawa matematyki, ktérych arytmetyka komputerowa nie spetnia?
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Okazuje sie, ze dopoki tylko dodajemy, odejmujemy i mnozymy, to jestedmy pod tym
wzgledem bezpieczni®. Wynika to z faktu, ze przejécie do reszt jest homomorfizmem?, czyli
zachowuje te dziatania. Jest wszystko jedno, czy obliczenie wykonamy na prawdziwych
liczbach catkowitych, a nastepnie przejdziemy do reszt z dzielenia przez 2"; czy tez be-
dziemy kazdy wynik posredni od razu zastepowaé reszta z dzielenia przez 2" (jak to czyni
komputer). Dlatego wszystko bedzie dobrze, o ile skad$ wiemy, ze ostateczny wynik bedzie
mniejszy niz 2".

Ale gwarancja bezpieczenstwa dotyczy tylko tych trzech dziatan: dodawania, odejmo-
wania i mnozenia. 7 dzieleniem jest niedobrze, nawet wtedy, gdy jego wynik jest catkowity
(co wcale nie musi zachodzi¢). Na przyktad ten program

#include<stdio.h>

int main() {
unsigned int p = 2147483648; «————— 2°!
printf("\n (%u * 3) / 4 == %10u", p, (px3)/4);

printf("\n (%uw< 3 == }10u\n\n", p, (p/4)*3);

return O;
}

twierdzi (prosze samemu sprawdzi¢!), ze wynik pomnozenia przez 3 i podzielenia przez 4
zalezy od kolejnosci tych dziatan:

(2147483648 * 3) / 4 == 536870912
(2147483648 / 4) * 3 == 1610612736

znacznik %u dotyczy typu unsigned int

Zeby zrozumieé, co w tym programie sie stato, wréémy do modelu z niewielkimi liczbami
bitéw; niech znowu n = 3; a za wartoé¢ zmiennej p wezmy 22 = 4. W arytmetyce takiego
uproszczonego komputerka pierwsze obliczenie przebiegnie tak:

(4-3)/4 = 12/4 (ale w arytmetyce 3-bitowej: 12=4, wigc:)
— 4/4 = 1

a drugie obliczenie tak:
(4/4)-3 = 1-3 = 3
Pierwsze obliczenie prowadzito przez liczby przekraczajace 23 i dlatego dato niepoprawny

wynik.

2.5 Gdzie sg liczby ujemne?!

Na razie liczb ujemnych nie ma. Kogos to zezlito i postanowit nada¢ nazwe ,—1” liczbie,
ktora staje si¢ zerem po dodaniu 1, a wiec ciggowi bitéw ztozonemu z samych jedynek. I

SPodkreslam: jesteémy bezpieczni tylko wtedy, gdy wiemy skadinad, ze ostateczny wynik zmiesci sie
na n bitach. Jesli ostateczny wynik jest za duzy, to dostaniemy z niego tylko reszte z dzielenia przez 2".
SDokladniej: homomorfizmem pierécieni z Z do Zon. Szczegdly w podrecznikach algebry.
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dalej: za ujemne uznac te liczby, ktore na najbardziej lewym bicie maja 1; i kazda z nich
nazwac

,minus [to, co trzeba do niej dodaé, zeby otrzymaé zero|”

W ten sposob powstat t.zw. system U2 kodowania liczb catkowitych — obecnie podstawa

komputerowej arytmetyki liczb catkowitych.
Teraz nasz okrag liczbowy z podrozdziatu 2.2 (str.5) bedzie wygladal tak:

AL
*7

& /l@ 000, = 0
v @/lf@

= & %7
. @
IS N
AN
& I %
| y
b (s

Jak widac,

e najmniejsza liczbg ujemng jest —4,

e najwicksza liczba dodatnia jest 3,
a dodanie 1 do najwickszej liczby dodatniej daje najmniejszg liczbe ujemna.

W rzeczywistej arytmetyce komputerowej te granice sg oczywiscie szersze. Ponizszy
program ilustruje skutek dodania 1 do najwyzszej liczby dodatniej:
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#include<stdio.h>
int main() {
int nl1=0, n2=1;
while (n2>=0) {
nl++; n2++;
}
printf("\n %i + 1 == %i\n\n", ni, ni+1);
return O;

}

Dwie zmienne nl i n2 rosng tak dlugo, dopéki n2 jest nieujemna. Gdyby to byty
prawdziwe liczby catkowite, to ta petla powinna dziata¢ w nieskonczonos¢, a wartosci nl i
n2 powinny rosngé nieograniczenie. Ale w arytmetyce komputerowej petla while konczy
dziatanie, a wtedy n2 < 0 ale ciggle jeszcze n1 > 0. Tak wiec ten programik znajduje
najwicksza i najmniejsza liczbe typu int w danej implementacji jezyka C. Po urucho-
mieniu trzeba chwile poczeka¢ na wynik — w konicu ponad 2 miliardy obrotow petli nie
wykonujg sie blyskawicznie — po czym program wyswietla’:

2147483647 + 1 == -2147483648

Tak wiec dla liczb catkowitych 32-bitowych:
e najmniejszy liczbg ujemng jest —23! = —2147483648,
e najwicksza liczbg dodatnig jest 231 — 1 = 2147483647.

Na poczatku tego podrozdzialu napisatem beztrosko, ze liczby ujemne to tylko nazwy
pewnych ciggéw bitéw. Okazuje sie, ze tak jest w istocie. Zmienne typu int oraz typu
bezznakowego unsigned int sa w komputerze reprezentowane przez te same ciagi bi-
tow 1 tak samo sie je dodaje, odejmuje i mnozy. Czyli: wykonujac te dziatania komputer
,hie musi wiedzie¢”, czy dany ciag bitow ma odpowiada¢ zmiennej typu int czy typu
unsigned int. Rozrdznienie tych typéw jest istotne tylko

e w operacjach wejscia/wyjscia; np. czy program ma wydrukowa¢ 23! +2 w postaci

-2147483646 czy w postaci 2147483650 ;

e przy poréwnywaniu wielko$ci; np. czy program ma uznaé, ze liczba 23! jest wick-

sza czy mniejsza od zera;

e w innych operacjach arytmetycznych; np. przy liczeniu ilorazu catkowitego albo

reszty.

W (1 (str.5)) bylo powiedziane, ze ciag bitow ¢, _1¢,_o...cCaoc1¢o reprezentuje warto$é
n—1 )
ZCZ"QZ = 00'20+Cl'21+...+Cn_1'2n_1
=0

Ale przy naszej umowie dotyczacej liczb ujemnych nalezy przyjaé troche inny wzoér: bit
stojacy w liczbie na jej lewym skraju liczy¢ ze znakiem przeciwnym. Tak wiec w n-bitowe;j

"Na moim komputerze; i na kazdym stosujacym dla liczb calkowitych zwykla 32-bitowa arytmetyke.
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arytmetyce U2 ciag ¢, 1¢,_2...C2¢1¢o bitéw (t.zn. kazde ¢; jest albo zerem albo jedynka)
reprezentuje liczbe

n—2
Y2 =y 2" = (CO 2042 e 2"‘2) g2 2)
i=0

Czyli: kolejne bity (od prawej do lewej) sa mnozone przez kolejne potegi dwéjki i sumo-
wane, z wyjatkiem najbardziej lewego, ktéry jest mnozone przez kolejng potege dwojki i
odejmowany.

2.6 Krodlik doswiadczalny podstaw informatyki

— to oczywiscie program liczacy silni¢. Dla kazdego nowo poznawanego jezyka programo-
wania student najpierw poznaje program drukujacy Hello, world! , a zaraz potem program
obliczajacy silnie. Taki obyczaj.

Moje programy na silnie dalty mi takie wyniki:

dla 32-bitowych dla 64-bitowych
liczb catkowitych int liczb catkowitych long
11 == 1 11 == 1
21 == 2 21 == 2
3! == 6 gl = 6
4! == 24 4! == 24
51 == 120 51 == 120
6! == 720 6! == 720
7! == 5040 7! == 5040
8! == 40320 8! == 40320
9! == 362880 91 == 362880
10! == 3628800 10! == 3628800
11! == 39916800 11! == 39916800
121 == 479001600 121 == 479001600
[13! == 1932053504 13! == 6227020800 |
141 == 1278945280 14! == 87178291200
15! == 2004310016 15! == 1307674368000
16! == 2004189184 16! == 20922789888000
17! == -288522240 17! == 355687428096000
18! == 6402373705728000
? 19! == 121645100408832000
’ 20! == 2432902008176640000
211 == -4249290049419214848 «—?

Prosze przyjrzec sie tym liczbom. W lewej kolumnie 17! okazalo sie ujemne — to znaczy,
ze typ int nie dat rady. Jednak problem z wynikami zaczal sie wczes$niej: juz 13! jest
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rozne w obu kolumnach. Ale nawet bez poroéwnania kolumn jasne jest, ze wynik w lewej
jest niepoprawny, bo 13! = 1-...-10-...-13, wiec musi konczy¢ sie zerem. Tak wiec
silnia liczby 13 to juz za duzo dla typu int.

W typie long wynik ujemny otrzymatem dopiero dla 21!. Wydaje si¢, ze mniej-
sze silnie sg policzone poprawnie, ale skad pewnos¢? Bedziemy mogli ja mie¢ dopiero po
przeczytaniu i przemysleniu nastepnego podrozdziatu 2.7 (str. 12).

2.7 Przy granicy jest niebezpiecznie. ..

Najmniejsze i najwicksze liczby catkowite moga by¢ rézne dla réznych jezykow programo-
wania i roznych platform, na ktoérych te jezyki sg zaimplementowane. Program w C moze
znalez¢ aktualne wartosci tych ograniczen w pliku bibliotecznym limits.h. Dla mojego
kompilatora gcc pod Linuksem wynosza one:

. liczba liczba zakres
yP bajtéw | bitéw
od SHRT MIN = —2° ~ —33 tys.
short 2 16 do SHRT MAX = 21 — 1 =~ 33 tys.
' od 0
unsigned short 2 16 do USHRT_MAX = 2'6 — 1 = 66 tys.
- A 29 od INTMIN = —2% ~ —2 mld
in do INTMAX = 2% —1 ~ 2 mld
_ . od 0
unsigned int 4 32 do UINTMAX = 232 — 1 ~ 4 mld
od LONGMIN = —2% =~ —9 trln
long 8 64 do LONG.MAX = 263 —1 ~ 9 trln
. od 0
unsigned long 8 64 do ULONG.MAX — 2064 — 1 ~ 18 trln

Imld (miliard) = 10° = tysiac milionéw
1bln (bilion) = 102 = milion milionéw
Ltrln (trylion) = 10'® = milion bilionéw

(konkretnych liczb w zadnym razie nie trzeba znaé¢ na pamieé; nalezy tylko rozumied,
skad sie wziety i jak je wyznaczyé¢ ,w razie czego”.)

Dopoéki wielkosci przetwarzane przez nasz program leza daleko od granic zakresow wy-
nikajacych z powyzszej tabelki, komputerowa arytmetyka liczb catkowitych jest zgodna
z prawie wszystkimi prawami matematyki®. Jesli jednak na jakim$ etapie obliczei wynik

8Wyjatkiem jest operacja ilorazu calkowitego / oraz operacja % reszty z dzielenia. Wyniki tych
operacji odbiegaja od matematycznie poprawnych wartosci wtedy, gdy dzielna jest ujemna. Na przyktad
program w C stwierdzi, ze

e iloraz catkowity: (—7)/3 = —2, oraz

e reszta: (—7)%3 = —1. (nastepna strona)—
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czesciowy przekroczy granice zakresu, to wynik ostateczny moze by¢ niepoprawny. Pro-
gramista ma czesto stabg kontrole nad tym, co dzieje sie¢ we wnetrzu petli obliczajacych
skomplikowane wyrazenia, wiec moze taki btad przeoczy¢; szczegdlnie wtedy, gdy jest on
mniej oczywisty niz w przyktadach podanych powyzej (czyli zawsze w prawdziwym pro-
gramowaniu). Wtedy na podstawie btednego wyniku obliczenia ktos podejmie niewtasciwa
decyzje techniczng lub ekonomiczna.

Prosze wiec przy programowaniu bardzo uwazac¢ na wszelkie okazje do nieswiadomego
przekroczenia zakresow.

Jeszcze uwaga na temat typow short i unsigned short. Nalezg one do historii
informatyki; do czaséw, kiedy pamieci byto mato i oszczednosé kazdego bajtu byta na
wage zlota. Obecnie uzywanie ich do jakichkolwiek ,normalnych” celéw nie wydaje sie
sensowne. Zaoszczedzenie dwoch bajtéw na liczbie prawie nigdy (poza bardzo specjalnymi
zastosowaniami) nie jest warte niebezpieczenstwa przekroczenia 33 tysiecy i wygenerowania
btedu obliczenia.

W prawdziwej” arytmetyce reszta zawsze musi by¢ nieujemna, wiec wyniki beda takie:
e iloraz calkowity: (—7)/3 = —3, oraz
e reszta: (—7) mod 3 = 2.
Zaréwno w arytmetyce komputerowej jak prawdziwej zachodzi réwnosé
dzielna = dzielnik - iloraz + reszta
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3 Jak rzeczywiste sg komputerowe liczby rzeczywi-
ste?

Nie sa rzeczywiste, w zaden sposob nie moga. Jesli na komputerowa zmienng rzeczywista
przeznaczymy n-bitéw, to (jak juz wiemy) moze ona przyja¢ najwyzej 2" réznych warto-
sci. A liczb rzeczywistych jest nieskorniczenie wiele. I to nie jest problem nieudanych prob
siegania po osi liczbowej zbyt daleko w gore i w dot, jak to byto z liczbami catkowitymi.
Nawet w niewielkim odcinku [0..1] mieszka nieskonczenie wiele liczb rzeczywistych, wiec
i ich wszystkich nie da si¢ wiernie przedstawi¢ w komputerze.

Moze po6jdzie nam lepiej, jesli ograniczymy sie do liczb wymiernych? — oczywiscie
nie. Wymiernych jest réwniez nieskonczenie wiele w dowolnym odcineczku o niezerowej
dhugoéci. Komputerowe liczby rzeczywiste sa wymierne?, ale jest ich tylko znikoma garstka
w stosunku do wszystkich liczb wymiernych.

Poniewaz wszystkie komputerowe liczby ,rzeczywiste” sg wymierne, wiec nie mozemy
marzy¢ nie tylko o doktadnym obliczeniu obwodu kota o danej $rednicy (bo 7 jest niewy-
mierne), ale nawet dtugosci przekatnej kwadratu o danym boku (bo v/2 jest niewymierne).
Musimy przyblizaé, co powoduje btedy; a jeszcze nalezatoby sie zastanowi¢, czy kompute-
rowe liczby sg na osi rzeczywistej rozmieszczone w sposob umozliwiajacy przyblizanie.

3.1 Jak sie zapisuje duze liczby

Na pytanie ,ile to jest bilion?” potoczna odpowiedzia moze by¢ ,jedynka z 12 zerami”; to
znaczy 1 pomnozone przez 10'2. Taki sposéb prezentowania duzych liczb jest przyjety w
fizyce i innych naukach przyrodnicznych. Podaje sie niewielkg liczbe dziesietng z przedzia-
lu [1..10), a nastepnie pisze sie, przez jaka potege 10 nalezy ja pomnozy¢, zeby uzyskaé
przyblizona wartos¢, dajaca pojecie o rzedzie wielkosci. Np.

dhugos¢ orbity Ziemi wynosi 9.39887974 - 10 m czyli 939887974000 m
—_—

11
masa Ziemi wynosi 5.97219 - 10* kg czyli 5972190000000000000000000 kg

24
stata Plancka wynosi 6.62607015-10~3*kg-m?/s czyli 0.000...0662607015 kg-m?/s
—_—
34

Dla komputerowych liczb rzeczywistych przyjeto taki wlasnie t.zw. ,zmiennopozycyj-
ny” (ang. floating point) sposéb zapisu: zmiana wyktadnika potegi powoduje przesuniecie
kropki dziesietnej w liczbie. Jednak jest to — jak zwykle w informatyce — kropka nie
dziesietna tylko binarna.

Zapis liczby rzeczywistej sktada sie wiec ze znaku Z, mantysy M i cechy C'; reprezen-
towana liczba jest rowna

¢ = 7 -M-2°

Przy tym

9To zostanie wyjasnione blizej w podrozdziale 3.2 (str. 16).
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e znak ma tylko dwie mozliwosci: albo Z =1, albo Z = —1;

e mantysa jest liczba z przedziatu [1..2): 1 < M < 2;

e cecha jest liczba catkowita.
Kazda niezerowa liczba rzeczywista ma dokladnie jedng reprezentacje (Z, M,C) spelnia-
jaca te warunki. Ta jedynosé jest istotna, bo umozliwia tatwe poréwnywanie liczb. Dwie
niezerowe liczby sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie ich trzy czesci sa odpowiednio
rowne: Zy = Zy i My = M, i Cy = Cy wiec dla poréwnania nie potrzebujemy stosowac
zadnego ,sprowadzania do wspoinego mianownika” ani innych zabiegow.

Tylko dla zera nalezy zastosowaé jakies niestandardowe wyjscie.

Przyktad 3.1
Zeby w ten sposob zapisaé liczbe —12.4, dziatamy nastepujaco:
e / = —1, bo liczba jest ujemna; pozostaje wyznaczy¢ mantyse i ceche dla liczby 12.4;
e mantysa musi miesci¢ sie w przedziale [1..2), wiec dzielimy ja kilkukrotnie przez 2
jednoczesnie zwiekszajac ceche:

124 = 124 -2° =62 -2 =31 .22 = 15523
tak wiegc M =1.55, C'=3.

Przyktad 3.2
Zeby zapisaé liczbe 0.0942, dziatamy nastepujaco:
e / =1, bo liczba jest dodatnia; pozostaje wyznaczy¢ mantyse i ceche;
e mantysa musi miesci¢ sie w przedziale [1..2), wiec mnozymy ja kilkukrotnie przez 2
jednoczesnie zmniejszajac ceche:

0.0942 = 0.0942 - 2° = 0.1884 - 27! = (.3768 - 272
= 0.7536 - 272 = 1.5072 - 271

tak wiec M =1.5072, C = —4.

A jak zapisuje sie w pamieci komputera znak, mantyse i ceche?

Znak to tylko 1 bit; przyjmuje sie, ze 0 oznacza 1, a 1 oznacza —1.

Cecha to zwykta liczba catkowita zapisana w kodowaniu uzupeieniowym U2; czyli wg
wzoru (2 (str.11)).

Kolejne bity mantysy bob1bs...b,_1 to mnozniki do niedodatnich malejacych poteg licz-
by 2:

oy 3 bp b1 b b—1
M= 2 %2,
gzz I IR T

Te trzy czesci liczby zapisuje sie jedna za druga w polu przeznaczonym na zmienna:

’znakl mantysa cecha
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Na przyklad gdybysmy przeznaczyli na mantyse 3 bity, a na ceche 2 bity (wiec na
liczbe razem ze znakiem — 6 bitéw), to zgodnie z tym, co bylo powiedziane wczesniej,
liczbe —0.3125 zapiszemy tak:

e / = —1, wiec odpowiada mu bit 1;

e 0.3125 < 1, wiec trzeba mnozy¢:

0.3125-2° = 0.625-271 = 1.25.272

i dlatego C' = —2 — bity 10,

oraz M =125 = %+g—|—i — bity 101.

Wobec tego:

03125 = | 1] 1 0o 1]1 o0
znak mantysa cecha

Prosze zwroci¢ uwage na to, ze
e 7eby spetni¢ wymaganie 1 < M < 2, najbardziej lewy bit mantysy mus: by¢ jedynka;
e nie da sie w taki sposob zapisa¢ liczby rzeczywistej 0.0.

Dlatego dla liczby 0.0 robimy wyjatek: bedzie to ciag samych zer. A jesli to nie jest ciag
samych zer, ale najbardziej lewym bitem mantysy jest zero, to trzeba zasygnalizowa¢ btad,
bo to nie jest liczba rzeczywista.

3.2 Roéwny ciagg kuleczek, czy rozsypany batagan?

Jakie liczby daja sie¢ w ogdle zapisa¢ w ten sposoéb?

Przede wszystkim sa to wylacznie liczby ,,dwéjkowo wymierne”, czyli utamki majace
liczbe catkowita w liczniku i potege liczby 2 w mianowniku. Wiec jak zapisa¢ choéby
liczbe % ? — ona nie jest dwéjkowo wymierna (chociaz oczywiscie jest wymierna), wiec w
komputerowej arytmetyce liczb rzeczywistych mozna ja tylko przybliza¢. Latwo pokazac,
ze wyrazy ciagu

25 9 —4

409 9 4 9 ). 94

4096 L+ 16 + 162) 2 ’
6553 9 4 9 4 93 94
65536 L+ 16 + 162 + 163 2 ’

(142 (- ) 2t = (12t s b %) 2

nieograniczenie zblizaja sie do % .
Kazda liczbe rzeczywista mozna przybliza¢ liczbami dwéjkowo wymiernymi, ale wigk-
szosci z nich nie da sie w ten sposob wyrazi¢ doktadnie.
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Z przyjetych zasad wynika, ze tak zapisywane liczby, przynajmniej S
dopdki przeznaczymy na nie niewiele bitéw, siegaja ,niezbyt daleko” i
,hiezbyt gteboko”. Obok na rysunku zaznaczone sa wszystkie liczby
dodatnie mozliwe do zapisania przy pomocy 3-bitowej mantysy i 2-
bitowej cechy. Jesli uwzglednimy znak, to dojdzie jeszcze tyle samo
liczb ujemnych, roztozonych symetrycznie; a jesli uwzglednimy umowe  3.5000 ¢1.75 . 2+!
dotyczaca zera, to jeszcze liczba 0.0. Razem — 33 rézne liczby (na
6 bitach).
Prosze zwréci¢é uwage na to, ze ,ziarno”, czyli odlegtos¢ miedzy
dwiema kolej'nyml yvyraz?xlnyml 11(:zbaml3 nie J/e'st state. Im Wl@ksza 3.0000 81 50 . 9+1
cecha, tym ziarno jest wieksze. Doktadniej: jesli cecha wynosi C' (a
wiec wystarcza do zapisu liczb w zakresie [2¢..2¢71)), a mantysa
ma m bitéw, to ziarno wynosi 27™mF!.2¢ = 2¢-mtl,
W ponizszym zestawieniu bede podawal ziarno dla liczb w oko-
licach miliona. Poniewaz 2! = 524 288 < 1000000 < 1048576 = 220, 2.5000 1.25 . 2+1
wiec bede bral pod uwage C' = 19.
Dla zwiekszenia zakresu wielkosci liczb, trzeba przeznaczy¢ wiecej
bitow na ceche; zeby zmniejszyé ziarno przy zachowaniu tej samej
wielko$ci, trzeba przeznaczy¢ wiecej bitow na mantyse. Na przyktad
: , . 2.0000 ¢1.00 - 211
w kompilatorze gcc jezyka C przeznacza si¢
znak | mantysa | cecha razem 1.7500 1.75 . 210
typ bity bity bity | bity | bajty
float 1 23 8 32 4 1.5000 €1.50 - 210
double 1 52 11 64 8
. . . 1.2500 ©1.25 - 2+0
Tak wiec warto$¢ cechy liczby typu
e float miesci si¢ w przedziale [—27..27 — 1], czyli w przedziale
[—128..127]; 1.0000 ¢1.00 - 20
e double mieici sie w przedziale [—2'0..210 — 1] czyli w prze-  0.8750 ¢1.75. 27"
dziale [—1024..1023]. 0.7500 ¢1.50 - 27!
Stad wynika, ze 0.6250 €1.25.271
e liczby typu float siegajg prawie do 2-2'27 ~ 3.4-10%8 82%)9(5) "%.9(5) . %:;
z ziarnem dla liczb w okolicy miliona wynoszacym 0.3750 3150 - 2—2
219-23+1 _ 9-3 _ ().125 0.3125 91.25 - 272
- 0.2500 ¢1.00 - 272
e liczby typu double siegaja prawie do 2-219% ~ 1.8.103%8
z ziarnem dla liczb w okolicy miliona wynoszacym
219-52+1 — 9-32 ~ 0,00000000023 f

(réwniez tych liczb w zadnym razie nie trzeba znaé¢ na pamieé; nalezy tylko rozumied,
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skad sie wziety i jak do nich doj$é ,w razie czego”).

Dla wiekszosci zastosowan ziarno wielkosci 0.125 jest zbyt grube. Typ float jest
takim samym archaicznym pterodaktylem jak typ short. Programy komputerowe czesto
dziataja w ciasnych petlach; jezeli w kazdym obrocie takiej petli wyniki beda rézni¢ sie od
poprawnych o é, to te réznice moga sie skumulowa¢ do ogromnego btedu. Proponuje dla
liczb rzeczywistych stosowaé¢ wylgcznie typ double.

Jeszcze ostrzezenie dla tych, ktorzy chcieliby osobiscie wniknaé¢ w bity sktadajace sie
na liczbe rzeczywista. Otoéz z roznych powodéw technicznych bitowy ksztatt takiej liczby
bywa inny niz opisany w tym podrozdziale. Po pierwsze cecha jest zwykle zamieniona z
mantysa:

’znakl cecha mantysa

Poza tym reprezentacja bitowa fragmentéw liczby odbiega od wlasnie oméwionego proste-
go obrazka. Jednak te odstepstwa nie majg wplywu na rozwazania dotyczace paradoksow
arytmetyki komputerowej. Dla ich wyjasnienia takie nieco uproszczone omoéwienie jest wy-
starczajace — chyba, zeby ktos istotnie chcial grzeba¢ sie¢ w pojedynczych bitach liczby
rzeczywiste;j.

3.3 Niedoktadne obliczenia na rzeczywistych

Ile wynosi 1.0 podzielone przez 37 Ze szkoly wiemy, ze 0.(3), czyli ,3 w okresie”. Ale za-
pytajmy komputera. Ponizszy program drukuje wynik z wzrastajaca liczba cyfr po kropce:

int main() {

printf("\n 4 cyfry po kropce: 1/3 == %.41f", 1.0/3);
printf("\n 8 cyfr po kropce: 1/3 == %.81f", 1.0/3);
printf("\n 12 cyfr po kropce: 1/3 == %.121f", 1.0/3);
printf("\n 16 cyfr po kropce: 1/3 == %.161f", 1.0/3);
printf("\n 20 cyfr po kropce: 1/3 == %.201f", 1.0/3);
printf ("\n\n");

return O;

}

Wydruk (prosze sprawdzi¢ samemu):

4 cyfry po kropce: 1/3 == 0.3333

8 cyfr po kropce: 1/3 == 0.33333333

12 cyfr po kropce: 1/3 == 0.333333333333

16 cyfr po kropce: 1/3 == 0.3333333333333333

20 cyfr po kropce: 1/3 == 0.33333333333333331483

Jak wida¢, wyliczone wartosci sg takie, jakich nalezy sie spodziewac, az do 16-tego miejsca
dziesietnego po kropce; a dalej oczekiwane ,,3 w okresie” zawodzi. Istotnie, liczba % powinna
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by¢ zapisana jako % 272 a dla takich liczb wielko$é¢ ziarna wynosi

2—2—52+1 — 2—53 ~ 10—16

Tak wiec w typie double dla takich utamkéw nie da si¢ uzyskac lepszej doktadnosci niz do
16-tego miejsca po kropce.

W podrozdziale (1.2 (str. 2)) podany byt przyktad programu, ktory twierdzil, ze 2 jest
ostro wieksze od 5 - % . Zeby zrozumieé, dlaczego tak sie dzialo, wydrukujmy te dwie liczby
z 20 cyframi po kropce; tak samo, jak przed chwilg drukowaliSmy % Otrzymujemy:

20 cyfr po kropce: 5/3 == 1.66666666666666674068
20 cyfr po kropce: 5x(1/3) == 1.66666666666666651864

15 cyfr

Cecha dla 2 =2-2% wynosi 0, wige ziarno jest wielkodei 20792+ = 2751 ~ 4.5.10716.
Dlatego wyniki zgadzaja sie do 15-tego miejsca po kropce; a dalej — hulaj dusza — zdaniem
komputera pierwsza z tych liczb jest wicksza.

3.4 Zawodna ro6wnosé

Wyniki réznych obliczen na liczbach rzeczywistych, ktére powinny by¢ takie same, moga
si¢ rozni¢ 0 ziarno”. Wtedy beda traktowane przez komputer jak gdyby byly nieréwne.
Dlatego podstawowa zasada jest, zeby nigdy nie porownywac liczb rzeczywistych opera-
torem == ani !=. Prosze pamictac: dla liczb rzeczywistych operatory == 1 != sg
bezwarto$ciowe. Czyli w rachunkach na liczbach rzeczywistych nalezy stosowaé sie do
zasady:

Chcesz unikngé stu przykrosci,
to zapomnij o réwnosci.

Ale czym zastapi¢ takie poréwnania? — oczywiscie sprawdzeniem bliskosci. Zdecydowaé
sie, jaka roznice uznaé za zaniedbywalna i pytaé¢ o jej przekroczenie. Np. jesli to jest jedna
milionowa, 107, to:

if (x1-x2 < 0.000001 && x2-x1 < 0.000001) ...mozna uznaé za réwne...
else ...nie s3a réwne...

3.5 Inne zawodnosSci

Prosze rozwazy¢ program w C sprawdzajacy rozne arytmetyczne oczywistosci. Wiemy juz,
ze w pewnych sytuacjach komputer bedzie wyrazal inne zdanie niz matematyk. W szcze-
gblnosci wtedy, gdy spotykaé sie beda liczby znacznie réznigce sie wielkoscig. Tak jak w
tym programie:
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#include<stdio.h>

int main() {
double x=1el16; < 1 z 16 zerami

if
if
if

if
if
if

if
if
if

if
if
if
if
if
if

dla upewnienia sie,

1> 0) printf("\n 1
; ) P "\ ze program odroéznia liczbe 1 od zera

(1 == 0) printf("\n 1 == 0");
");
(1 < 0) printf("\n 1 "); }

>0
<0

(x+1 == x) printf("\n x+1 == x");
(x+1 > x) printf("\n x+1 > x");
(x+1 < x) printf("\n x+1 > x");

((x+1)+1 == x+(1+1)) printf("\n (x+1)+1 == x+(1+1)");
((x+1)+1 > x+(1+1)) printf("\n (x+1)+1 > x+(1+1)");
((x+1)+1 < x+(1+1)) printf("\n (x+1)+1 < x+(1+1)");

((x+1)-(x-1) == 0) printf("\n (x+1)-(x-1) == 0");
((x+1)-(x-1) > 0) printf("\n (x+1)-(x-1) > 0");
((x+1)-(x-1) < 0) printf("\n (x+1)-(x-1) < 0");

((x+1)*(x+1) == x*x+2*x+1) printf("\n (x+1)*(x+1) == x*x+2xx+1");
((x+1)*(x+1) > x*x+2xx+1) printf("\n (x+1)*(x+1) > x*x+2*x+1");
((x+1)*(x+1) < x*x+2xx+1) printf("\n (x+1)*(x+1) < x*kx+2*x+1");

printf ("\n\n");
return O;

}

W kazdej grupie komend program ma zadane pytanie, na ktore odpowiedz wydaje sie oczy-
wista, i ma do wyboru jedng z trzech mozliwych odpowiedzi. Wydruk programu wyglada

tak:

1>0

x+1

== x <——jedynka znika

(x+1)+1 < x+(1+1) <=—dodawanie nie jest laczne

(x+1)-(x-1) == 0 <=——powinno wyjs¢ 2 a nie 0
(x+1)*(x+1) < x*x+2%x+1 <—wzdr skréc. mnoz. nie dzialta

Doktadna analiza, dlaczego tak si¢ dzieje, moze by¢ nudna i zmudna. Wyjasnie tylko, w
jaki sposob wykonuje sie dodawanie liczb znacznie réznigcych sie wielkoscig.

Otoz kiedy komputer ma wykona¢ dodawanie dwoch liczb zmiennopozycyjnych o réz-
nych cechach

liczbay + liczbay = M - 20 + M, - 22 = 2
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przy czym
1< M <2 1< My <2 Cl>02
to najpierw musi je sprowadzi¢ do wspolnej cechy:

My 29 4+ My - 297 = My - 290 + (My - 2997C1) 290 = (M + (M, - 2927¢1)) . 29
N—— ——
nowa mantysa

Ale wykladnik C5 — C) jest liczbg ujemna, co oznacza, ze ,nowa mantysa” M, - 2621
juz nie lezy w przepisanym dla mantys przedziale [1...2), ale jest przesunieta w prawo o
Cy — O} bitéw. Jesli to przesuniecie jest duze, to moze spowodowaé wysuniecie najbardziej
prawych bitéw mantysy poza przewidziany dla niej zakres; w skrajnych przypadkach nawet
catej mantysy. W ten sposob liczba, ktéra komputer bez trudu odroznia od zera, w trakcie
dodawania moze chwilowo by¢ od zera nieodroznialna.
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4 Wiec jak zyc¢?!

Jak sie broni¢ przed czyhajacymi zewszad btedami obliczen?

4.1 Brutalna sita

Wszystkie odstepstwa arytmetyki komputerowej od prawdziwej biora sie z koniecznosci uci-
nania réznych nieskonczonoéci do skonczonych zakresoéw, skonczonego miejsca, ew. skon-
czonego czasu. Im wiecej tego miejsca czy czasu mozemy przeznaczy¢, tym mniejsze sg
btedy.

Nasuwa si¢ wiec propozycja, zeby inwestowa¢ w coraz wigksze i szybsze komputery,
a na liczby poswiecaé coraz wiecej bitow. Ale to jest kosztowne; tym bardziej, ze ,prak-
tyczne zastosowania” rzadko wymagaja wielkich mocy, wigec beda sie one marnowaé przez
wickszosé ,zycia” komputera. W dodatku takie podejscie nie likwiduje problemoéw, tylko
je odsuwa.

W podrozdziale 2.6 (str.11) zostalo zademonstrowane, ze juz 13! nie miedci sie w
32 bitach; dodanie nastepnych 32 bitow poprawito sytuacje tylko dla 8 liczb — juz 21!
nie miesci sie w 64 bitach. No to dodajmy jeszcze wiecej miejsca, jak w tej tabelce:

najwieksze n,
bajty | bity dla ktorego n!
daje sie zapisac¢

41 32 12
8| 64 20
12| 96 27
16 | 128 33

Jak wida¢, nadal, mimo czterokrotnego zwiekszenia miejsca na liczbe, nie mozemy nawet
marzy¢ o silni dla liczb 3-cyfrowych. Brutalna sita zawiodta.

Ale jedli nie zalezy nam na kolejnych cyfrach wyniku a tylko na rzedzie wielkodci,
to mozemy zadowoli¢ sie tym, ze 34! ~ 3-10% — w przyblizeniu tréjka z 38 zerami;
a 100! =~ 10 . W wielu zadaniach nie warto zwicksza¢ sily ciosu, lepiej poprzestaé na
skromniejszych sukcesach. Jak sie nie ma, co sie lubi, to sie lubi, co sie ma.

4.2 Analiza btedow

W metodach numerycznych poswieca sie wiele uwagi btedom zaokraglen. Oczywiscie nie
temu, jak je catkiem wyeliminowaé, bo to jest niemozliwe. Raczej takiemu opracowaniu
algorytmow, zeby btedy zaokraglen w kolejnych krokach obliczenia mialty tendencje do
wzajemnego kasowania si¢, a nie kumulowania. Oraz oszacowaniu spodziewanego lub mak-
symalnego btedu po wykonaniu wielu troche btednych krokow.

Takie podejscie jest mniej prymitywne niz proste zwickszanie mocy komputera — ale
analiza numeryczna jest trudna.
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4.3 Mowa-trawa na zakonczenie

Poswigcitem ponad 20 stron, zeby Czytelnika przerazi¢ i przekonaé, ze to, co on w pro-
gramowaniu obliczen mogt uwazaé za twardy grunt, to w istocie grzaskie bagno. Prosze
jednak nie opuszczaé¢ rak. Obliczeniom komputerowym mozna ufaé¢ tak samo, jak ufamy
technicznemu projektowi budynku, czy prawostronnemu ruchowi na drodze. Czyli z ogra-
niczeniami.

Zasada ograniczonego zaufania nie oznacza bezgranicznej nieufnosci. Oznacza tylko
otwarto$¢ na to, ze co$ moze pd6j$¢ nie tak: architekt moze si¢ pomyli¢, kierowca moze
by¢ pijany, a obliczenie komputera moze da¢ absurdalny wynik. Powinni$my rozpoznawac
takie sytuacje i odpowiednio reagowa¢. W szczegdlnosci informatyk musi wiedzie¢, kiedy
grozi btednos¢ obliczenia, umie¢ ja rozpoznaé, kiedy sie zdarzy, i mie¢ w zanadrzu srodki
zaradcze.

Zakresy wielkosci dla najpotrzebniejszych typow, takich jak int czy double, sa tak
dobrane, ze wystarczaja w ,normalnych” rachunkach dla ,normalnych” potrzeb. To stwier-
dzenie jest metne, bo nie potrafie zdefiniowa¢ normalnosci tak, zeby ja ostro oddzieli¢ od
przesadnych oczekiwan. Ale jednak mato komu potrzebna jest silnia dla liczb 3-cyfrowych,
czy doktadne dodawanie liczb rézniacych sie o 16 rzedéw wielkosci. Dopoki wiec unika-
my takich petli, w ktorych niedoktadnosci moglyby sie kumulowaé¢, mozemy komputerom
udziela¢ ograniczonego zaufania.

A ograniczenie zaufania powinno w praktyce programisty polega¢ na tym, zeby kaz-
dy program przed uznaniem za ukonczony starannie testowac; i zeby wynikom zawsze
przygladac si¢ krytycznie i pyta¢ zdrowego rozsadku, czy jemu te wyniki nie wydaja sie
absurdalne.



