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1 Wstep

Wszyscy wiemy, ze wedtug Newtona mata masa jest grawitacyjnie przyciggana przez duza
mase z sila proporcjonalng do r—2 (czyli odwrotnie proporcjonalng do r?), gdzie r jest
odlegtoscia srodka malej masy od srodka duzej masy.

Dlaczego sita jest odwrotnie proporcjonalna akurat do kwadratu odlegtosci? Czy tylko
dlatego, ze tak rzecze Newton? I witasciwie na jakiej podstawie on tak rzecze? Newton

*Instytut Informatyki Uniwersytetu Gdanskiego oraz Instytut Informatyki Stosowanej PWSZ w Elbla-
gu.



2 Nietypowa grawitacja

znal prawa Keplera i wiedzial, ze planety poruszaja sie (w zasadzie) po elipsach. Prébowal
wiec tak dopasowaé¢ wzor na site grawitacji, zeby wynikly z niego elipsy. Ale wiedziat
tez o odstepstwach ruchow planet od eleganckich praw Keplera. Zaréwno Ksiezyc obiega
Ziemie, jak i Merkury obiega Stonice, po ,rozetkach”, a nie dokladnie po elipsach (to
zostanie oméwione dalej w artykule). Newton probowal wiec zastapi¢ r=2 w swoim wzorze
czym$ w rodzaju r =2 albo =%, .. Jednak pdzniej doszed} do wniosku, ze dla wyjasnienia
nieregularno$ci w ruchu cial niebieskich lepiej wzig¢ pod uwage dodatkowa grawitacje,
pochodzaca od innych ciat niebieskich, niz zmienia¢ wzor na grawitacje.

W tym artykule chciatbym przejrze¢ kilka réznych konkurentéw dla wzoru Newtona
na grawitacje i sprawdzi¢, jakie ksztalty orbit beda z nich wynikaly. Oczywiscie wzory,
prowadzace do orbit niezgodnych z obserwacjami, nalezy odrzuci¢. To jest tylko troche
fizyka, a bardziej geometria z rownaniami rézniczkowymi, ktore postaram sie przedstawic
mozliwie prosto. Ale réwnania rézniczkowe maja to do siebie, ze nie zawsze dadzg sie roz-
wiaza¢ symbolicznie, to znaczy nie zawsze da sie wypisa¢ ich rozwiazanie jawnym wzorem
og6lnym.

Duza czes$é tego opracowania (rozdz. 3 i 4) opiera si¢ na witrynie internetowej [1], a
czego nie zrozumialem od razu, to znalaztem w [2]. Sadze, ze w tym artykule Czytelnik
nie znajdzie niczego, o czym nie wiedzialby juz sam Newton — z drugiej strony ja nie
znalaztem nigdzie starannie opisanych konsekwencji nietypowych wzoréw na grawitacje.

2 Problem dwé6ch ciat

Zalt6ézmy, ze dwa ciata, obdarzone masa, kraza wokol siebie w pustym poza nimi kosmosie.
Mamy ustali¢ ksztatt trajektorii ich ruchu. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze masy tych
cial sa bardzo nieréwne, wobec tego wieksze z nich (Storice) jest praktycznie nieruchome,
a drugie (Planeta) krazy wokét pierwszego. Ruch bedziemy opisywaé z punktu widzenia
Stonca.

Trzy prawa Keplera, opisujace ten ruch, zostaty sformutowane ,spod duzego palca”
W oparciu o obserwacje astronomiczne. 7 dzisiejszego punktu widzenia nie byty zadnymi
prawami, bo nie zostaly udowodnione, byty tylko smialymi hipotezami, z ktéorymi mniej
wiecej zgadzaly sie tory szedciu znanych Keplerowi planet! i Ksigzyca. Te prawa/hipotezy
brzmia nastepujaco (za [1]):

1. Wszystkie planety poruszaja sie po orbitach w ksztalcie elipsy, w ktoérej jednym z
ognisk znajduje sie Stonce.

2. Wektor wodzacy planety, czyli odcinek prostej, taczacy srodek Stonca ze srodkiem
planety, zakresla w jednakowych odstepach czasu jednakowe pola powierzchni w
plaszczyznie orbity. Oznacza to, ze wielko$¢ dS/dt, gdzie S oznacza pole powierzchni
zakreslanej przez ten wektor, jest stata.

!Uran zostal odkryty dopiero w koncu wieku XVII; Neptun w wieku XIX. Chociaz niektérzy widza
Neptuna juz na rysunkach wykonanych przez Galileusza w poczatku wieku XVII.



2 Problem dwébch cial

3. Kwadrat okresu ruchu kazdej planety na orbicie wokot Stonca jest proporcjonalny do

szeécianu potosi wielkiej tej orbity?.

Kilkadziesiat lat po Keplerze Newton sformutowat zasade powszechnego cigzenia. Orze-
kata ona, ze miedzy kazdymi dwiema masami dziata sita przyciagajaca, skierowana po linii
taczacej te masy i proporcjonalna do kazdej z nich oraz odwrotnie proporcjonalna do kwa-

dratu ich odlegtosci:

T (1)

G — stala grawitacji réwna ok. 6.67 - 10~ Z
g s

M-m

2

F = _@

=Sy

r ,
M — masa Stonca

m — masa Planety
7 — promien wodzacy Planety
r = |F] — dlugo$é promienia wodzacego Planety

Prawa Keplera okazaly sie wnioskiem rachunkowym z tej zasady. Tak czesto bywa w fizyce:
najpierw sg obserwacje, potem hipoteza dopasowana do tych obserwacji, a jeszcze pozniej
teoria przewidujaca wyniki obserwacji. Dopiero wtedy fizyk wie, ze rozwigzat problem.

Johannes Kepler, 1571-1630 Isaac Newton, 1642-1727
(z Wikipedii) (z Wikipedii)
A ja sprébuje, poza wyprowadzeniem praw Keplera ze wzoru (1) Newtona, wyprowadzi¢
jeszcze inne prawa innego Keplera ze zmodyfikowanej zasady Newtona.

2Wyprowadzenia trzeciego prawa Keplera nie ma w tym artykule.
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Geometria (pod)biegunowa

Jak wczesniej zostalo powiedziane, Stonce S bedzie-
my traktowa¢ jak nieruchome, obiegane przez pla-
nete P. Jej promieniem wodzacym jest . Wspol-
rzedne planety zmieniaja sie¢ w czasie t. Geometrie
tych zmian musimy przeliczy¢ ze wspotrzednych kar-
tezjanskich x i y na wspotrzedne biegunowe r i 6:

r=r-cosf 1 y=r-sinf

W planecie mamy zaczepione dwa wersory (czyli
wektory dtugosei 1):

e ¢, = (cosf,sinf) wskazujacy kierunek wprost od Storica, oraz

—

e ¢y = (—sin#, cos #) prostopadly do €, i skierowany w strone coraz wiekszych katéw 6.

df

Oczywiscie w trakcie ruchu planety wersory te zmieniaja swoj kierunek. Niech w = ¢ ozna-
cza predko$c kqgtowq planety, czyli predko$¢ zmiany kata promienia wodzacego. Zapiszmy
predkos$é¢ zmiany wersoréw €, i €5 w terminach ich samych oraz predkosci katowej:

de?_d_@

dt  dt
oraz

déy _ df

dt — dt

- (—cosf, —sinb)

- (—sinf,cosf) = w- ey (2)

—w - €, (3)

Teraz sprobujmy wyrazi¢ predkos¢ i przyspieszenie samej planety. Bierzemy przy tym
pod uwage biegunowe przedstawienie wektora wodzacego:

r=r-e
Tak wiec z (2):
dr’

—

dt

dr

= — -6 +rwep

dt
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oraz
4y d ([dr .
“:a:ﬂ%@r“'”“) @
“o\ae T A ar dt o dt ° dt

(i dalej na podstawie (2) i (3):)

d?r  _  dr . dr R dw 9
= ﬁ-er+a-w-eg + %-w-69+r-a-69—rw e

(grupujemy wspdlczynniki przy wersorach:)

d*r : -4 (9 dr n dw .
= |—= —rw”) -6 c—wAFTre—|-€
dt? dt at )
I to jest wszystko, co mozna powiedzie¢ o ruchu Planety z samej geometrii, zanim jeszcze
dowiemy sie, jak dziata grawitacja.

4 Radialnosé pola grawitacyjnego

Zatozmy teraz, ze przyspieszenie grawitacyjne pochodzace od Stonca dziala na Planete
radialnie, czyli wzdtuz wersora e, (prosto do Stonica lub prosto od Stonca):

a = a-e,

(a moze by¢ ujemne). Nie zaktadamy jeszcze prawa Newtona o sile tego oddzialywania, na
razie wazna jest tylko jego radialnosc.

Z przyréownania do (4) oraz z faktu, ze wersory €, i éy sa do siebie ortogonalne, otrzy-
mujemy uktad réwnan

d*r :

— —Tw° = a

dt?

(5)
5 dr n dw 0
P r.e— =
dt dt
Lewa strona drugiego z tych rownan jest roéwna
5 dr N dw 1 d(r’w)

C— W re— = — .+ —2=u

dt dt r dt

Poniewaz ma ona by¢ zerem, rozniczkowane wyrazenie musi by¢ stale:
r*w = K (6)

Wielko$é L = mr?w nazywa sie momentem pedu. Powyzsza stata K tym sie rézni od
momentu pedu, ze nie zawiera masy, ale to nie ma znaczenia dla dalszych rozwazan. Istotne
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jest tylko, ze przy centralnie dziatajacej grawitacji K jest stale, tak jak i moment pedu jest
staly. Zeby to wiedzie¢, nie trzeba znaé¢ wzoru na grawitacje. Nawet nie jest istotne, zeby
pole grawitacyjne byto stale w czasie — jego natezenie moze pulsowac, niekoniecznie tak
samo we wszystkich punktach przestrzeni. Jedli jest radialne, to moment pedu jest staly.

Stato$¢ momentu pedu pocigga za soba drugie prawo
Keplera. Jak wida¢ z rysunku obok, pole waskiego troj-
kata, ,zamiecionego” przez promien wodzacy Planety w
czasie At, wynosi

0.5-r% sin(w-At) =~ 0.5-7%-w- At

czyli predkoéé polowa wynosi 0.5 - 72 - w = K, a wiec jest stala.

Dla uzyskania ksztattu trajektorii planety nalezy wyrazi¢ r jako funkcje od kata 6. Zeby
do tego dojs¢, zastapmy rézniczkowanie po czasie rozniczkowaniem po kacie:

dr_drd)dr ey~ K
dt — do dt  dp PO T
I druga pochodna:
r o d (A d0_d (i K\ 49 d (dr K\ K -
a2 do\dt) dt  do\do r2) dt ~ dO\dO %) r?
. Cdrt dr 1 . .

(poniewaz T K jest stale:)

d (drty K K* &(rh)

o de\ db r2 2 do?

Otrzymane w ten sposdb wyrazenie na przyspieszenie radialne Planety wstawmy teraz do
pierwszego rownania uktadu (5):

KQ d2 —1
(T >—7’w2 = a

r2 de?

Przyp. 1:

Grawitacja: dowolna radialna.
Predkosé kgtowa: 0.

Trajektoria: linia prosta — spadek na
Stonce lub ucieczka od Stonca.

Gdyby moment pedu byt zerowy, to nie by-
toby czego rozwazaé: Planeta albo spadataby
na Stonce, albo by sie od niego oddalata po li-
nii proste;j.

Zeby moment pedu byt niezerowy, musimy mie¢ K # 0 — i odtad bedziemy zawsze za-
ktadac, ze ta nieréwnos¢ zachodzi. W takim razie mozemy pomnozy¢ obie strony powyzszej

, ;- 2
TOWIOSC1 Przez —%Z

d*(r—1) +r3w2 B ar?
dh? K2 K?
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r3w? (r2w)2 K2 —1

ale 55 = -2 = S5 =17, wige
(r =t ar?
w T TR (8)

W ten sposob otrzymaliSmy rownanie rozniczkowe stopnia drugiego (do drugiej pochod-
nej) na r~1, czyli na zalezno$¢ odwrotnosci promienia wodzacego Planety od kata 6 Oczy-
wiscie znajac odwrotno$é promienia r—!, bedziemy mogli tatwo obliczy¢ sam promien r.
Ale to, czy bedziemy umieli rozwigzaé to rownanie, krytycznie zalezy od przyspieszenia
radialnego a.

5 Konkretne sity przyciggania

Przypominam, ze rozwigzania r réwnania (8), konczacego poprzedni rozdziat, poprawnie
opisuja trajektorie Planety przy zalozeniu, ze grawitacja dziala radialnie, czyli wzdtuz
promienia wodzacego.

Réwnanie rézniczkowe (8) potrafie rozwiazaé symbolicznie dla przypadku, gdy

= TETE ()
dla pewnych statych A i B. Ten przypadek obejmuje grawitacje newtonowska, bo podsta-
wienie A = GMm i B = 0 daja wzér Newtona (1) ze str. 3.
Przyspieszenie radialne a okreglone w (9) wstawmy do réwnania (8):
d*(r—1 A B
GO L

w T T rTR

czyli

d?(r=t B A
(r )+<1——>-r_1:—
do? K? K?

Jest to liniowe réwnanie rézniczkowe niejednorodne stopnia drugiego z funkcjg niewiadoma

h(0) = r(0)~1:

) B
' —D* h = e gdzie D = ﬁ_l (10)
Rozwigzaniami tego rownania sg funkcje
A

h(@):ﬁ-02+01-9+02 dla K? =B (czyli D =0) oraz 1)

11
A .
h(f) = 01-6D9+02-6_D9—D2K2 dla K% # B (czyli D # 0)

gdzie c¢; i ¢y sa stalymi zaleznymi od warunkéw poczatkowych. Czytelnik moze tatwo
sprawdzi¢ poprawnosé tych rozwiazan albo w zwykty sposéb, rozwiazujac (10), albo tylko
podstawiajac podane wyzej gotowe wyrazenia do lewej strony (10) i wykonujac rézniczko-
wanie.
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5.1 Przypadek K? = B, trajektorie spiralne

Najprostszy przypadek D = 0 zachodzi gdy K? = B, czyli gdy przyspieszenie radialne Pla-
nety (por. (9)) wynosi

(rw? to przyspieszenie odsrodkowe Planety). Z réwnosci h(0) = r(0)~! i z rozwiagzania (11)
odlegtos¢ Planety od Stonica wyraza sie wzorem

2B
A-024dy-0+dy

r =

dla nowych statych d; i dsy, zaleznych od poczatkowej odlegtosci i poczatkowej predko-
sci radialnej Planety. Zalozmy, ze poczatkowo 6y = 0, czyli Planeta ,startuje” z dodatniej
potosi x, w poczatkowej odlegtosci ry od Storica i ze poczatkowa predko$é zmian odlegto-
ci w zaleznosci od kata wodzacego wynosi® sq = % lo—o- Wtedy state dy i dy wyliczymy

nastepujaco:
2B 2B
T A0 d 0d, BT
oraz
d (A02+2£6+d2) dird 5
0 0

Ostatecznie wiec odlegto$¢ Planety od Stonca wyraza sie¢ wzorem

1
T = 9 5.0 1 (12)
DT =

Latwo widaé, ze mianownik utamka w tym wzorze moze by¢ staty tylko dla A = sy =0
— wtedy wzor opisuje okrag o promieniu rg; predkosé¢ katowa wynosi wtedy w = % = VB

T
Przyp. 2: Taka kolista orbita jest niestabilna: nawet bar-
Grawitacja: —&  (bo A=0), B= K2 dzo mala zmiana odlegtosci r (np. pod wply-
Predkosé kgtowa: stata w = T—2B, wem grawitacji pochodzacej od innego ciata
Trajektoria: niestabilny okr@goo niebieskiego) spowoduje, ze chwilowo so # 0 i
promieniu 7. odtad juz bedzie tak jak w przypadkach omo-

wionych nizej.

3Wielkosci s = % prosze nie nazywaé predkodcia radialna Planety. Predko$¢ radialna liczona jest w
dr __ dr  df

stosunku do czasu a nie do kata: G5 = 95 - & = s w.
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W kazdym innym przypadku ze wzrostem kata 6 mianownik utamka we wzorze (12)
albo rosnie do +o0o (zaleznie od znaku wspétezynnika %), albo maleje do zera (do miejsca
zerowego mianownika); tak wiec odlegto$é Planety
od Stonca albo maleje do zera, albo rosnie do nie-

, . , S g . Grawitacja: —4 — B B = K2
skoniczonosci. Ten wzoér przedstawia wiec rozne spi- AR VB
rale, po ktérych planeta albo coraz bardziej zbli- p T@fik(?éé .k@tow.a: W=z
za sie ku Stoncu, az do ostatecznej katastrofy, albo Trajektoria: spirala.
ucieka do nieskonczonosci.

Rysunek obok, wykonany programem

Przyp. 3:

gnuplot (zob.[3]), przedstawia tor Plane- 2 — T

tydlaA=0.1,B=1.0,r,=2.0is9=0.0
dla argumentu 6 € [0..57]. Tu i w dal- 15}
szych gnuplotowych rysunkach trajektorii
Planeta zaczyna swodj bieg od kata 6 =0 1+
(czyli od dodatniej pélosi ) i porusza sie '
w kierunku dodatnim, czyli przeciwnie do 05 |-
wskazowek zegara. "

Jak wida¢, Planeta po torze spiralnym 0+
wchodzi w Stonce. Gdyby wspodtczynnik
% < 0, to spirala ,rozwijataby sie” w dru- 0.5
ga strong, do nieskonczonosci, ale potem
.wracata” z nieskonczonosci i wchodzita w 1 ' : ' : : :

Stonce spirala. Niech Czytelnik samodziel-
nie narysuje trajektorie dla tego przypad-
ku.

5.2 Przypadek K? > B, trajektorie newtonowskie

Zalézmy teraz, ze B jest male, czyli wptyw na grawitacje sktadnika proporcjonalnego do r—3
jest nieduzy — por. wzér (9) ze str. 7. Dokladniej: zatézmy, ze B < K? (ciagle obowiazuje
zalozenie, ze K # 0). Do tego przypadku stosuje sie drugie z rozwiazan réwnania (10)
podanych w (11) na str. 7:
po A

D2K?

a w tym przypadku D = \/% — 1 jest liczbg urojona, bo liczba podpierwiastkowa jest
ujemna. Wobec tego eksponensy w réwnaniu zamieniajg sie w okresowe funkcje trygono-
metryczne?. Czytelnik proszony jest teraz albo o uproszczenie powyzszego rozwigzania dla
tego przypadku, albo tylko o sprawdzenie, ze w tym przypadku funkcje

/ B A
h(@) = C-COS(@- 1—ﬁ+d)+m

4Zgodnie z zasada, ze €' = cos(a) + isin(a) .

h() = c1-eP? +ey-e”
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sa rozwiazaniami réwnania (10) ze str. 7 dla dowolnych statych ¢ i d. Wobec tego odlegtosé
Planety od Stonica wynosi

1 K?-B

) = ho) c~(K2—B)~cos(9-,/1—%+d)+A

dla pewnych staltych c i d zaleznych od warunkéw poczatkowych. Stata d dodana do argu-
mentu kosinusa nie zmienia ksztattu krzywej, a tylko powoduje jej obrét. Dla uproszczenia
nie bede wiec jej bral pod uwage, czyli przyjme, ze d = 0. Zalozenie, ze poczatkowo (w chwi-
li, gdy 6 = 0) odlegto$¢ Planety od Storica wynosi ry, pozwala wyeliminowaé réwniez druga
stata:

K?-B ) 1 A
ro = wiec c = —————
O T (KZ-B)+ A ¢ ro K2—B
Wiec ostatecznie wzor na odlegtosé Planety od Stonca ma postaé
K*—-B)-
o) = K B) (13)

A.TO+(K2—B—A-r0)~cos(«9-\/1—%)

Jakie tory Planety przewiduje ten wzor? Poniewaz parametr katowy 6 wystepuje we
wzorze (13) wytacznie pod kosinusem, nalezy sie spodziewaé periodycznosci funkeji odle-
glosci:

n 2K
K?—-B
dla wszystkich 6. Ta periodyczno$¢ oznacza, ze wartosci odlegtosci Planety od Stonca r

beda sie powtarzac¢ okresowo, co kat \/% 5. Ale, uwaga! — po drodze tor Planety moze

natrafi¢ na taki kat 6, dla ktérego mianownik utamka w rownosci (13) jest zerowy. Wtedy
Planeta oddali sie do nieskonczonosci i nie nalezy sie spodziewac, ze predko wroci. . .

W klasycznym przypadku newtonowskim, kiedy B = 0, czyli sita przyciagania jest pro-
porcjonalna tylko do =2, wzoér (13) sprowadza sie do
K?
r(0) = A
1+ (Am ) - cos(0)

Co to jest za krzywa?
Nietrudno jest pokazac, ze wzor

1
o) = —
r() 1+ p-cos(6)
przedstawia elipse dla 0 < p < 1, parabole dla p =1 1 hiperbole dla p > 1 — o ognisku
w $rodku uktadu wspotrzednych. Czynnik skalujacy £ =T W liczniku utamka ma wptyw na
wielkos¢ krzywej, ale nie na jej ksztatt. Wobec tego w przypadku B = 0 trajektoria Planety
jest

5Ale to nie znaczy, ze Planeta bedzie co okres funkcji trafia¢ w ten sam punkt przestrzeni.
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Przyp. 4:

2

e elipsa, jesli rg > é(—: = QE%Q, czyli wg < 2, gdzie Crosiieis: 2,
wo to predkos¢ katowa Planety dla jej k?@ta wo- Predkosé k:@tm;a dla 0 = 0:
dzacego rownego 0; wo < %.
Trajektoria: elipsa.
e parabola, jesli wi = 23 ; gﬁggg;{l: _A
) Predkos¢ kgtowa dla 6 = 0:
wo= /24,
Trajektoria: parabola.
e hiperbola, jesli wg > %; gizzz;ga; 'y
Predkosé kgtowa dla 6 = 0:
wo > 271—?

0
Trajektoria: hiperbola.

— we wszystkich trzech przypadkach punkt (0,0), czyli Stonce, jest ogniskiem krzywej
stozkowej. Dla Planety, krazacej wokot Stonica po elipsie, zwigkszanie predkosci katowe;j
bedzie powodowato wydtuzanie elipsy (zwiekszanie jej ekscentrycznodci), az do granicznej
wartosci wy = \/3:‘? (katowa predkosé ucieczki), po dojsciu do ktérej elipsa przeksztalci
sie¢ w parabole. Jeos'li predkosé katowa przekroczy ta wartosé, to torem Planety stanie sie
hiperbola. To uzasadnia pierwsze prawo Keplera.

Wréémy do wzoru (13), ale juz bez zatozenia, ze B = 0. Niech 0 < B < K? — to znaczy,
ze w sile przyciggania grawitacyjnego istotnie wystepuje sktadnik proporcjonalny do r~3,
ale jest on stosunkowo niewielki. Wtedy réwnosé (13) daje sie przeksztatcié¢ do

K?-B
A

1+(Kj;03—1)~cos(9- 1—%)

r =
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Tak wiec ten wzor opisuje prawie krzywa stoz-

3 ' ' ' Ty —— kowa. Za to, ze nie jest to doktadnie krzywa
ol _ stozkowa jak poprzednio, odpowiada mmnoznik
1 — % przy kacie 6, pod kosinusem. Powoduje
1F on, ze elipsa sie¢ ,nie domyka”. Kiedy kat 6 za-
kresli pelny obroét, czyli cate 27, to argument ko-
o 3 sinusa zakresli 2m\/1 — 5 czyli mniej niz pelny
1 obrét (bo w tym przypadku /1 — % <1). Wy-
nikiem jest ,obracajaca sie” krzywa stozkowa.
21 Obok jest wykonany gnuplotem rysunek krzy-
3l wej 0 wzorze
T T R ") = o
1+0.25-cos (0 -0.9)
Przyp. 7: dla argumentu 6 € [0..57]. Planeta ,startuje” z do-
Grawitacja: —7% - 7% datniej potosi z, biegnie prawie po elipsie, ale w po-
Predkos¢ kgtowa dla 6 = 0: blizu Stonca zbyt szybko zakreca, a w oddali od Ston-
max (\/% ) \7/,—?) <wp < %- ca zbyt wolno zakreca — i efekt jest taki, jakby elip-
Trajektoria: obracajaca si¢ elipsa. tyczna orbita Planety sama krecita sie z wolna w tym

samym kierunku, w ktérym Planeta sie porusza. Z taka precesja orbit planet (ale znacznie
mniejsza) mamy do czynienia w rzeczywistosci®. Jak wida¢, rachunkowo odpowiada za nig
sktadnik sity przyciggania proporcjonalny do 3.

Oczywiscie i w tym przypadku mozliwy jest ruch Planety po obracajacej sie paraboli
i hiperboli. Niech pozostanie zadaniem dla Czytelnika ustalenie, dla jakich parametréw
tak sie dzieje. I drugie ¢wiczenie: dla jakich parametrow orbity obracaja sie w kierunku
przeciwnym do biegu Planety?

5.3 Przypadek K? < B, trajektorie katastroficzne

Przyp. 8:

Grawitacja: —4 — B. Jesli przyjmiemy, ze sktadnik proporcjonalny do r—3

Predkosé k:@tm;a dla 6 = 0 we wzorze (9) ze str.7 jest do$¢ duzy, B > K2, to
wo < ¥B. wzor (11) na str. 7 na odwrotnosé odlegtoéci Planety

ijektorga: spirala. od Stonca przyjmuje postac

6Precesja orbity Merkurego siega ok. 5 sekund katowych rocznie. Precesja orbit pozostalych planet jest
jeszcze skromniejsza. To jest efekt spowodowany gléwnie przyciaganiem innych planet; a w mniejszym
stopniu poprawkami relatywistycznymi, o ktérych tutaj nie bedzie mowy.
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A
- D?K? 025 ' ' ' ' ' ) ——
wiec wzér na sama odlegtos¢ Planety od Ston-
ca ma postac

h() = c1-eP ey’

1 1

0 pum pum
r(6) h(6) cr-ePl 4y e Pl — A

0.05 | \
. o B . . . |
gdzie D = /72 — 1 jest liczba rzeczywista o | (N | |
dodatnig. 0 ) of 0.2
Mianownik tego utamka szybko ro$nie ze ggs | : /
wzrostem kata 6, a wiec r maleje do zera. Ma- - .
0.1

my wigc znowu do czynienia ze spiralg zmie- 015 01 005 0 005 01 015 02 025

rzajaca ku Stoncu.

6 Poprawki do grawitacji newtonowskiej

Juz za czaséw Newtona wiadomo byto, ze planety wokét Stonca (a takze Ksiezyc wokol
Ziemi) kraza po obracajacych sie elipsach, jak w koncowce rozdz. 5.2. Taka precesje, czyli
obrot elipsy, najtatwiej jest zauwazy¢ na orbicie Merkurego, bo orbity pozostatych planet
Uktadu Stonecznego sa prawie kotowe.

Na pewnym etapie badan Newton zastanawial sie, czy przyspieszenie grawitacyjne jest
proporcjonalne do 772, czy raczej do r~+9) dla pewnego niewielkiego ¢ takiego ze |e| > 0.
A ja na poczatku rozdz. 5 (str.5) stwierdzitem, ze bede rozpatrywal przyspieszenia grawi-
tacyjne postaci Ar=2 4+ Br~3 i jako jedyne uzasadnienie podalem, ze tylko dla tego przy-
padku potrafie rozwigza¢ odpowiednie rownanie rozniczkowe. Wobec tego nalezy sie teraz
wyjasnienie, co grawitacja proporcjonalna do r~3*%) ma wspélnego z grawitacja postaci
Ar=2 4 Br=3.

Przede wszystkim nalezy zdac sobie sprawe, ze obserwowane precesje sg niewielkie, wiec
gdyby grawitacja miata by¢ proporcjonalna do r~ (%4 to dla bardzo malego €. Czy réznice
miedzy grawitacjg kwadratowa a taka lekko zmieniong mozna dobrze przyblizy¢ sktadni-
kiem proporcjonalnym do r~3? Zamiast rachunkéw przedstawie teraz wykresy omawianych
funkcji, to da nam wyobrazenie, o jakie wielkosci toczy sie walka.

Na ponizszym rysunku (wykonanym gnuplotem) czerwona linia to wykres funkcji
f(x) = 2725 a zielona linia to wykres funkcji ga(z) = Ar=2 dla takiego mnoznika A, dla
ktorego odlegtod¢” tych dwoch wykreséw w przedziale [1.0..3.0] jest minimalna:

"Odlegto$é¢ w sensie L2, to znaczy d(f,g) = \/fls |f(z) — g(2)]* dz. Taka odleglo$¢ funkcji jest natu-
ralnym uogélnieniem zwyklej odleglosci punktéw w przestrzeni euklidesowe;j.
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x*(-2-eps) —

. A™(-2)
0.8 |- -
0.6 - -
0.4 r .
0.2 r .

D I i 1
1 1.5 2 2.5 3

Czyli zielona linia to najlepsze mozliwe przyblizenie funkcji f funkcjami g4. Natomiast po-
nizej probowalem narysowac na czerwono wykres tej samej funkcji f, a na niebiesko jej naj-
lepsze mozliwe przyblizenie (w tym samym sensie) funkcja postaci ha p(z) = Ar—2 4+ Br=3:

1 ;

' x’*{-.?'—a D J —
ATx(-2
0.8 At (-2)+B5*(-3) o
0.6 i
0.4 .
0.2
0 : . .
1 1.5 2 2.5 3

Jak wida¢, linia czerwona i niebieska zlalty sie, dajac kolor fioletowy — rozdzielczosé ry-
sunku jest zbyt mata, zeby odréznié te dwie funkcje®. Na tej podstawie mozna uwierzyé¢
(bo nie jest to formalny dowdd), ze nie popelniamy wiekszego bledu rozpatrujac grawitacje
postaci Ar~2 + Br~3 zamiast grawitacji postaci r~(+¢),

7 Pogladowe wyjasnienie wszystkiego, co sie da

Jak wida¢ z rachunkow,

8Zielona linia oznacza funkcje h4.o; poprawka szescienna odpowiada wiec za przejscie od wykresu zie-

lonego do fioletowego.
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e przy zatozeniu klasycznej newtonowskiej grawitacji kwadratowej, czyli proporcjonal-
nej do r=2? (B = 0) Planeta krazy wokét Stonca po stacjonarnej orbicie eliptycznej,
albo ucieka do nieskonczonosci po paraboli lub hiperboli;

e przy zalozeniu grawitacji szesciennej, czyli proporcjonalnej do =3 (A = 0) Planeta
spada na Stonce lub ucieka do nieskonczonosci po spirali; moze tez krazyé wokot
Stonca po niestabilnej orbicie kotowej;

e przy zalozeniu grawitacji posredniej (r% + %) Planeta moze jeszcze obiegaé Storice
po obracajgcej sie elipsie, albo ucieka¢ do nieskonczonosci po obracajgcej sie paraboli
lub hiperboli.

Czy takie zjawiska da si¢ wyttumaczy¢ pogladowo, a nie tylko rachunkowo?

7.1 To zasluga momentu pedu

Planeta nie spada na Stonice mimo tego, ze jest przez nie przyciggana, dlatego ze przycia-
ganie rownowazone jest przez site odsrodkowa. Sprobujmy ta jakosciowa opowies¢ poprzeé
oszacowaniem ,mocy’ tej rownowagi sit.
Wazne jest, ze wszystkie rozpatrywane w tym artykule grawitacje sa radialne, i dlatego
dziala w nich zasada zachowania momentu pedu (por.rozdz.4 na str.5). W trakcie ruchu
Planety wartoé¢ K = rw pozostaje stala.
Prosze teraz poréwnac, co przy zatozeniu klasycznej kwadratowej grawitacji newtonow-
skiej stanie sie, gdy odlegtos¢ Planety od Stonca r zmiejszy sie p-krotnie. Wtedy
e przyspieszenie grawitacyjne Stofica zwigkszy sie p*-krotnie — bo grawitacja jest
odwrotnie proporcjonalna do r?;

e predkoéé katowa w zwiekszy sie p?-krotnie — bo musi zostaé¢ zachowana wartosé
K = r%w, a r zmaleje p-krotnie;

e w wyniku tego przyspieszenie odérodkowe (réwne rw?) zwiekszy sie p*-krotnie (bo
w? wzrosnie p*-krotnie a r zmaleje p-krotnie).

Wobec tego przycigganie wzroénie p? razy a odpychanie wzrosnie p® razy. Przewazajacy
wplyw odpychania odsrodkowego bedzie wigc dziata¢ na przywrdcenie wezesniejszej wiek-
szej odlegtosci Planety od Stonca. I dlatego Planeta nie spadnie.

A teraz popatrzmy, co w analogicznej sytuacji stanie sie przy zatozeniu grawitacji sze-
Sciennej. Otoz jesli odlegtos¢ od Stonica r zmiejszy sie p-krotnie, to

e przyspieszenie grawitacyjne Stonca zwiekszy sie p*-krotnie;

e predkosé katowa w (jak przedtem) zwiekszy sie p’-krotnie;

e w wyniku tego przyspieszenie odsrodkowe (réwne w?r) zwigkszy sie (jak przedtem)

p3-krotnie.

Wobec tego przycigganie wzrosnie p3 razy, a odpychanie wzro$nie réwniez p® razy. Nie
ma wiec zadnej przewagi odpychania nad przycigganiem. Wobec tego nic nie wyhamuje
rozpoczetego zblizania si¢ Planety do Stonca. Dlatego przy grawitacji szesciennej nie ma
stabilnych orbit.
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7.2 Skad precesje?

Precesja orbity Merkurego (ok. 5 sekund katowych rocznie) jest spowodowana gtéwnie gra-
witacyjnym wplywem innych planet. Krazac na zewnatrz orbity Merkurego, swoim przy-
cigganiem minimalnie kompensuja one przycigganie Stonca. Precesjg orbit skutkuje wiele
praw grawitacji réznych od newtonowskiej kwadratowej. Wynikiem prawie kazdego odstep-
stwa od $cistego r% jest jakas precesja orbity. Ale tak na zdrowy rozum — dlaczego tak
jest?

Precesja orbity (czyli jej obr6t) przy nietypowej grawitacji nie pochodzi z tego, ze
ta grawitacja jest globalnie silniejsza, albo globalnie stabsza niz klasyczna. Jesli zamiast
przyspieszenia grawitacyjnego Agr—? zastosujemy przyspieszenie grawitacyjne A;r~—2 dla
jakiegos A; > Ay, to skutkiem bedzie szybszy ruch Planety, ale nadal po eliptycznej nieru-
chomej orbicie. Powodem precesji jest raczej to, ze nietypowa grawitacja jest silniejsza od
klasycznej w jakichs odlegtosciach od Stonca, a stabsza w innych.

Rozwazmy dwie planety, Py oraz P;, krazace wokot Stonca wg troche roznigcych sie
zasad grawitacji:

e P, jest przyciggana przez Stofice z przyspieszeniem kwadratowym Agr—2,

e P jest przyciggana przez Slonice z przyspieszeniem A;r=2 + Bir=3.

Zat6zmy przy tym, ze obie planety startuja z tego samego miejsca 7y z tg samg predko-
Scig; oraz ze stale Ag, Ay 1 B; sa tak dobrane, ze AOTO_Q = A1r0_2 + Blro_g. Wobec tego w
punkcie startu przyspieszenia grawitacyjne oraz sity odsrodkowe dziatajace na obie planety
sg rowne. Ale jesli w ruchu po orbicie planety troche sie oddalg od Stonca, to P, bedzie
przyciagana do niego stabiej niz P, a jesli zblizg sie do Stonca, to P, bedzie przyciagana
do niego silniej niz F.

Ponizsze obrazki powstaly w wyniku symulacji numerycznej. Obie planety, zielona F i
biata P;, wystartowaly z tego samego punktu (na rysunku: na ,wschodnim” skraju zielonej
elipsy, czyli w jej aphelium) z ta sama predkoscia (w kierunku dodatnim, czyli przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegaréw mechanicznych) i zaczety obiegaé¢ Stonice po (prawie) elipsie.
Przez pewien czas, poruszaly sie po trajektoriach praktycznie nie do rozréznienia na ry-
sunku, ale biata planeta poruszala si¢ nieco szybciej. W koncu trajektorie planet zaczety
sie rozjezdzac: biata elipsa podlegata obrotowi w kierunku ruchu planety:



Do czytania 17

Do czytania

1]

R. Demkowicz-Dobrzanski: Wyprowadzenie praw Keplera.
http://aneksy.pwn.pl/podstawy_fizyki/?id=801

Aneks internetowy do: D. Halliday, R. Resnick, J. Walker Podstawy fizyki. Wydawnic-
two Naukowe PWN, Warszawa 2005/2006. ISBN 83-01-13997-8.

R.P.Feynman, R. B. Leighton, M. Sands: Feynmana wyktady z fizyki, tom 1.1, mecha-
nika, szczegolna teoria wzglednosci. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2013.
ISBN 978-83-01-15007-5.

T. Williams, C. Kelley: Gnuplot 4.6 — An interactive plotting program.
http://www.gnuplot.info/docs_4.6/gnuplot.pdf
2014.

Newton’s theorem of revolving orbits.
http://en.wikipedia.org/wiki/Newton’s_theorem of revolving orbits.



